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Передмова

Рiзнi деформованi алгебри було запропоновано для опису кванто-
ваного простору (простору з мiнiмальною довжиною). Цi алгебри
можуть бути подiленi на три типи, а саме: некомутативнi алгебри
канонiчного типу (комутатори координат та комутатори iмпуль-
сiв дорiвнюють константам), некомутативнi алгебри типу Лi (ко-
мутатори координат та iмпульсiв дорiвнюють лiнiйним функцiям
координат та iмпульсiв) та нелiнiйнi деформованi алгебри (кому-
татори координат та iмпульсiв дорiвнюють нелiнiйним функцiям
координат та iмпульсiв).

Дослiдження деформованих комутацiйних спiввiдношень з мi-
нiмальною довжиною та їх класичних границь (~ → 0) набуло в
останнiй час значної популярностi. Першi кроки в цьому напрямi
зробив Снайдер, який розглядав цю iдею як спосiб регуляриза-
цiї розбiжностей у квантовiй теорiї поля [1–3]. Алгебра Снайдера
характеризується такими спiввiдношеннями:

[Xµ, Xµ] = i~βJµν , (1)
[Xi, Pj ] = i~(ηµν + βPµPν), (2)

[Pµ, Pν ] = 0, (3)

де Jµν – генератори Лоренца; β – константа (β > 0); ν, µ = (0, 1, 2, 3);
ηµν – метричний тензор [ηµν ] = diag(−1, 1, 1, 1). У нерелятивiст-
ському випадку алгебра Снайдера має такий вигляд:

[Xi, Xj ] = i~β(PjXi − PiXj), (4)
[Xi, Pj ] = i~(δij + βPiPj), (5)

[Pi, Pj ] = 0. (6)

Тут i, j = (1, 2, 3) (див., наприклад, [4–8]).
За останнi десятилiття зацiкавленiсть у гiпотезi мiнiмальної

довжини вiдродилася завдяки дослiдженням у теорiї струн i кван-
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товiй гравiтацiї [9–11]. Вони привели до висновку про узагальне-
ний принцип невизначеностi, який виглядає так:

∆X ≥ ~
2

(
1

∆P
+ β∆P

)
. (7)

Тут вводиться фундаментальна мiнiмальна довжина ∆Xmin =
~
√
β. Припускається, що мiнiмальна довжина та довжина Планка

lp =
√

~G/c3 = 1.6 · 10−35 м є величинами одного порядку.
Кемпф та iншi дослiдники зробили висновок, що мiнiмальна

довжина може бути досягнута в квантовiй механiцi шляхом мо-
дифiкацiї звичайних канонiчних комутацiйних вiдношень [12–15].
Для одновимiрного простору деформованi комутацiйнi спiввiдно-
шення мають вигляд:

[X̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2). (8)

У випадку бiльш високих розмiрностей простору, такi деформацiї
можна узагальнити за допомогою таких спiввiдношень:

[X̂i, P̂j ] = i~[(1 + βP̂ 2)δij + β′P̂iP̂j ],

[X̂i, X̂j ] = i~
2β − β′ + (2β + β′)βP̂ 2

1 + βP̂ 2
(P̂iX̂j − P̂jX̂i), (9)

[P̂i, P̂j ] = 0.

Тут β та β′ – два невiд’ємнi параметри.
Варто зазначити, що деформованi комутацiйнi спiввiдношен-

ня, запропонованi Кемпфом, не є лоренц-коварiантними. Лоренц-
коварiантна версiя таких спiввiдношень була запропонована у пра-
цi [16] i може розглядатися як узагальнення алгебри, запропоно-
ваної Снайдером.

Гiпотезу мiнiмальної довжини було застосовано до рiзних про-
блем квантової механiки, таких як гармонiчний осцилятор [13,17–
20], осцилятор Дiрака [16, 21], атом водню [22–26], гравiтацiйна
квантова яма [27, 28], частинка в дельта-потенцiалi [29, 30], одно-
вимiрна задача кулонiвського типу [29,31,32], частинка в потенцi-
алi 1/X2 [33,34], ефект Казимира [35], розсiювання частинок [36]
та iн.

Вплив квантування простору вивчено на класичному рiвнi для
таких проблем: кеплерiвськi орбiти, статистична фiзика, складенi
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системи та iншi [37–43]. Є також кiлька дослiджень, що розгля-
дають класичнi системи з лоренц-коварiантними типами дефор-
мацiй. Наприклад, в [44] була дослiджена класична система взає-
модiючих релятивiстських частинок у некомутативному просторi
Снайдера. Також в [45] розглянуто питання порушення принци-
пу еквiвалентностi, що спричинене некомутативним простором-
часом.

Багато фiзичних проблем вивчали у просторi з канонiчною не-
комутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв (кван-
тованому фазовому просторi канонiчного типу), серед них: вiльна
частинка [46], система вiльних частинок [47], атом водню [46, 48–
50], гармонiчний осцилятор [46, 51–58], нейтрони в гравiтацiйнiй
квантовiй ямi [59, 60], гравiтацiйнi хвилi [61], задача Ландау [58],
задачi квантової iнформацiї [62,63] та iн. Такi дослiдження необхi-
днi для з’ясування впливу некомутативностi координат та некому-
тативностi iмпульсiв на властивостi фiзичних систем, для оцiнки
мiнiмальної довжини, мiнiмального iмпульсу.

Деформована алгебра Гайзенберга дає змогу феноменологiчно
описати квантований простiр. Але водночас це зумовлює фунда-
ментальнi проблеми, серед яких проблема порушення слабкого
принципу еквiвалентностi [64].

Слабкий принцип еквiвалентностi стверджує, що траєкторiя
руху частинки в гравiтацiйному полi залежить лише вiд її поча-
ткового положення та швидкостi, i не залежить вiд маси, складу
та структури частинки. Цей принцип також вiдомий як унiвер-
сальнiсть вiльного падiння або принцип еквiвалентностi Галiлея
i може розглядатися як пiдтвердження еквiвалентностi iнерцiй-
ної та гравiтацiйної мас. Принцип еквiвалентностi перевiрили з
точнiстю до 10−14 за допомогою супутника MICROSCOPE [65].

Як зазначено в [64], у межах деформованої алгебри з мiнi-
мальною довжиною порушується принцип слабкої еквiвалентно-
стi. Ця проблема виникає через припущення про однаковiсть па-
раметра деформацiї для елементарних частинок i макроскопiчних
тiл. Однак у працях [43,64] було введено зв’язок мiж параметром
деформацiї та масою β = γ/m2, де γ – фундаментальна констан-
та для всiх частинок. Ця iдея вiдновлює принцип еквiвалентно-
стi в деформованому просторi з мiнiмальною довжиною та веде
до отримання iнших важливих результатiв, таких як збереження
адитивностi кiнетичної енергiї системи частинок i незалежнiсть
кiнетичної енергiї вiд складу системи. Також це спiввiдношення
вiдновлює незалежнiсть перетворення Галiлея та Лоренца у де-
формованому просторi [42].

У просторi з некомутативнiстю координат принцип еквiвален-
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тностi дослiджували у [66,67]. У [67] знайдено, що слабкий прин-
цип еквiвалентностi вiдновлюється у двовимiрному просторi з не-
комутативнiстю координат у випадку, коли параметри координа-
тної некомутативностi обернено пропорцiйнi до маси. У просто-
рi з некомутативнiстю координат i некомутативнiстю iмпульсiв
проблему порушення принципу еквiвалентностi вивчали у [60,68].
Автори [68] дiйшли висновку, що порушення принципу еквiвален-
тностi зумовлює анiзотропiя параметрiв некомутативностi.

Незважаючи на велику кiлькiсть дослiджень гiпотези мiнiмаль-
ної довжини, перевiрка гiпотези все ще потрiбна. Одним з важли-
вих аспектiв, пов’язаних з гiпотезою мiнiмальної довжини, є роз-
робка методiв для її експериментальної перевiрки. Стаття [69] мi-
стить аналiз верхнiх меж мiнiмальної довжини, отриманих з ви-
вчення властивостей рiзних систем. Проте головна мета полягає
не лише в оцiнцi верхньої межi мiнiмальної довжини, а у пiдтвер-
дженнi чи спростуваннi гiпотези про її iснування шляхом порiв-
няння з експериментальними даними. Це потребує достовiрної те-
оретичної моделi та точних вимiрiв. Особливо важливо дослiдити
вплив мiнiмальної довжини на системи з потенцiальною енергiєю
в якiй наявна сингулярнiсть, оскiльки очiкується, що такi системи
будуть особливо чутливими до ефектiв квантованостi простору. З
цього погляду, задача Кеплера становить особливий iнтерес.

Важливим є розв’язання проблеми опису руху макроскопiчних
систем у некомутативному фазовому просторi, визначення осо-
бливостей опису руху центра мас багаточастинкової системи з
врахуванням некомутативностi координат i некомутативностi iм-
пульсiв частинок, якi входять до її складу. У просторi з канонi-
чною некомутативнiстю координат задачу багатьох частинок до-
слiджували у [70]. Автори [71] вивчали систему двох заряджених
частинок у некомутативному просторi (просторi з некомутатив-
нiстю координат). Також систему двох частинок розглядали у
просторi з некомутативнiстю координат i некомутативнiстю iм-
пульсiв [46]. Особливостi опису руху системи багатьох частинок у
двовимiрному просторi з некомутативнiстю координат канонiчно-
го типу описано у [67].

Звичнi комутацiйнi спiввiдношення для операторiв координат
та операторiв iмпульсiв [xi, xj ] = 0, [xi, pj ] = i~δij , [pi, pj ] = 0
є iнварiантними вiдносно iнверсiї часу [72]. Врахувавши те, що
у квантовiй механiцi перетворення iнверсiї часу включають ком-
плексне спряження (див., наприклад, [72]) та при iнверсiї часу
координати та iмпульси перетворюються як xi → xi, pi → −pi,
отримаємо, що при перетвореннi iнверсiї часу комутацiйнi спiв-
вiдношення для операторiв координат та операторiв iмпульсiв за-
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лишаються незмiнними. Припущення про те, шо комутатори для
координат та для iмпульсiв дорiвнюють константам, зумовлює по-
рушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу [57, 73]. Некомутативна
алгебра канонiчного типу не є iнварiантною вiдносно iнверсiї ча-
су. Розглядаючи перетворення для некомутативних координат та
некомутативних iмпульсiв при iнверсiї часу, аналогiчнi як у зви-
чному просторi Xi → Xi, Pi → −Pi, отримаємо, що спiввiдношен-
ня, наприклад, двовимiрної некомутативної алгебри

[X1, X2] = i~θ, (10)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ), (11)

[P1, P2] = i~η (12)

переходять у такi рiвностi:

[X1, X2] = −i~θ, (13)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ), (14)

[P1, P2] = −i~η. (15)

Отже, iз (13)-(15) випливає, що при iнверсiї часу алгебра (10)-
(12) трансформується у некомутативну алгебру з параметрами
некомутативностi −θ, −η.

Проблема порушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу у неко-
мутативному просторi канонiчного типу мало дослiджена. У [73]
звернено увагу на iснування цiєї проблеми у просторi з некомута-
тивнiстю координат. Автори працi [73] з’ясували, що гамiльтонiан
гармонiчного осцилятора у некомутативному просторi не є iнва-
рiантним вiдносно iнверсiї часу. У [57] дослiджено гармонiчний
осцилятор у магнiтному полi у просторi з некомутативнiстю коор-
динат та з’ясовано, що за певного вибору параметра координатної
некомутативностi (при певнiй залежностi цього параметра вiд ма-
си, частоти осцилятора, а також вiд величини магнiтного поля)
симетрiя вiдносно iнверсiї часу вiдновлюється.

Монографiя має таку структуру. У першому роздiлi розгля-
даються рiзнi типи деформованих алгебр, якi дають змогу опи-
сати особливостi структури простору. А саме, вивчаються неко-
мутативнi алгебри канонiчного типу, алгебри типу Лi, нелiнiйнi
деформованi алгебри.

У другому роздiлi дослiджено систему частинок у просторi
з деформованою алгеброю Гайзенберга. Знайдено оцiнку для мi-
нiмальної довжини на пiдставi порiвняння теоретичного резуль-
тату для змiщення перигелiю Меркурiю, отриманого з врахува-
нням особливостей опису руху макроскопiчного тiла у просторi
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з мiнiмальною довжиною, та даних спостереження. Розглянуто
лоренц-коварiантну гамiльтонову механiку. Вивчено вплив мiнi-
мальної довжини на лоренц-коварiантну гамiльтонову механiку.
Дослiджено релятивiстську частинку у центральному потенцiалi
у просторi з мiнiмальною довжиною. Розглянуто задачу Кепле-
ра в рамках загальної теорiї вiдносностi. Дослiджено вплив на
таку задачу мiнiмальної довжини. Також у роздiлi вивчено прин-
цип еквiвалентностi. Результати, поданi в роздiлi, опублiковано
в [43,74,75].

У третьому роздiлi наведено аналiз особливостей опису руху
системи багатьох частинок у некомутативному фазовому просто-
рi канонiчного типу. Дослiджено рух планети Меркурiй, системи
Сонце-Земля Мiсяць i запропоновано умову на параметр iмпуль-
сної некомутативностi при якiй розв’язується проблема порушен-
ня слабкого принципу еквiвалентностi у квантованому фазовому
просторi. На основi дослiдження змiщення перигелiю Меркурiю
знайдено оцiнки для параметрiв координатної та iмпульсної неко-
мутативностi. Результати, поданi у роздiлi, опублiковано у [76–78].

У четвертому роздiлi дослiджується проблема неiнварiантно-
стi некомутативної алгебри вiдносно iнверсiї часу. Як приклад для
дослiдження симетрiї вiдносно iнверсiї часу вивчається рух по ко-
лу. Ми знаходимо, що перiод колової орбiти частинки у гравiта-
цiйному полi у просторi з некомутативнiстю координат та неко-
мутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу залежить вiд напряму
руху. Для вiдновлення симетрiї вiдносно iнверсiї часу, а також
сферичної симетрiї пропонуємо будувати тензори координатної
та iмпульсної некомутативностей за допомогою iмпульсiв, якi вiд-
повiдають сферично-симетричнiй системi. Результати, наведенi у
цьому роздiлi, опублiковано у [79,80].

Монографiя завершується висновками та списком використа-
них джерел.
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